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,Grundlagen der Mathematik I

-Bearbeitungsvorschlag-

1. a) Man erhilt genau dieselben Kombinationen, wenn man, statt aus Alissas Tiite, aus einer
Urne mit genau 5 verschiedenfarbigen Bérchen (rot, gelb, griin, weifl und orange) 5-mal mit
Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zieht. Das Buch hat dementsprechend

genau
5+56—1 9 9! 9.-8-7-6
< 5 > <5> 51 41 24

b) i) Nachdem es genau 5 verschiedene Farben gibt, gibt es 5 rein einfarbige Kombinationen.

Seiten.

5
ii) Es gibt (2) Moglichkeiten, 2 verschiedene Farben fiir die beiden Bérchenpaare aus-

zuwahlen; fiir das {ibrige Bérchen stehen dann noch 3 Farben zur Verfiigung. Insgesamt

gibt es also
5
-3=10-3=30
9

Kombinationen mit zweimal zwei gleichfarbigen Bérchen.

iii) Zwei der Bérchen sind laut Vorgabe gelb; fiir die restlichen 3 Bérchen stehen noch 4
Farben zur Verfiigung. Entsprechend dem 3-maligen Ziehen aus einer Urne mit 4 Kugeln
(rot, griin, weifl und orange) mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

haben wir A .
+3 - _ 6 _ 90
3 3

Kombinationen mit genau zwei gelben Bérchen.

2. a) Genau zu jeder Menge von zweien der 20 Personen findet ein Handedruck statt; es gibt also so
viele Handedriicke wie zweielementige Teilmengen einer Menge mit 20 Elementen, und deren

Anzahl betrégt
20 20-19
= = 190.
( 2 > 51

Alternativ kann man sich die 20 Personen auch in einer Reihe aufgestellt denken. Die erste Person
verabschiedet sich nun und gibt den 19 anderen Personen die Hand. Die zweite Person gibt noch
18 Personen die Hand. Insgesamt werden also

19-2
19+18+...+1:Zk:792 O:190

Hinde geschiittelt. In der obigen Rechnung haben wir 5.4a), also den “kleinen Gaufl” verwendet.



b)

Eine mogliche Art zu zdhlen wire die folgende: Verabschiedet sich ein Ehepaar von einem
anderen, werden 2 - 2 = 4 Handedriicke ausgetauscht. Das passiert genau so oft, wie Mengen
aus zwei Ehepaaren gibt, also (125) mal. Insgesamt werden also

4'<15> :4‘15-14:420

2 2-1

Handedriicke ausgetauscht.

Alternative Zihlweise: Die Situation ist wie in a) mit 30 Personen, mit dem Unterschied, daf sich
Eheleute nicht voneinander verabschieden, weil sie ja gemeinsam nach Hause gehen. Von allen (320)
moglichen Handedruckpaaren finden also 15 nicht statt, so dal zu insgesamt

30 30-29
<2>_15_2~1_15_420

Héandedriicken kommt.

Verschiedene Moglichkeiten, die selbe kombinatorische Griéfle zu zéhlen, fithren oft zu eleganten
Beweisen fiir Formeln mit Binomialkoeffizienten: Verallgemeinern wir von 15 auf n Ehepaare, so
beweisen unsere beiden Zdhlvarianten die Formel

n 2n
_ _ B .. >
4 (2> (2) n fir alle n > 2

(die man natiirlich auch direkt rechnerisch iiberpriifen, aber vielleicht nicht so leicht entdecken
kénnte).

Bei jedem Abschied eines Ehepaars von einem anderen werden 4 Kiiflchen ausgetauscht (zwei
unter den Damen, jeweils einer vom einen Herrn an die andere Dame und umgekehrt). Da
wir schon gesehen haben, dafl (125) Abschiede von Ehepaaren stattfinden, werden insgesamt

4. 15 :4'15-14:420
2 2-1

Kiifichen gegeben.

Ebenso finden bei jedem Abschied zweier Ehepaare drei Héndedriicke statt (ndmlich je einer
zwischen allen Kombinationen aufler den beiden Damen). Damit werden insgesamt

15 15-14
3 <2> 3 51 315

Héandedriicke getauscht.

Es ist
(12345678 (12345678
9°T=\6 51378 2 4 27583416
/12345678
“\5 274136 8
sowie
(12345678 (12345678
T°9= 2 758341 6 651378 2 4
(12345678
43251678



(immer daran denken, die Komposition ,,von rechts nach links“ abzuarbeiten!). Aulerdem ist
1 (1 2 3 45 6 7 8
7 T\3 7482156
und
1 (1 2 3 45 6 78
T T\7 15633824

(Lesen der gegebenen Permutation , von unten nach oben®).

1

Das gelingt durch Auflésen: Es gilt coa =7 < a=0"" o7, also tut

o _(12345678 (12345678
TO °TT 3748215 6 275 83 41 6
/12345678
“\7 526 48 31

das Gewiinschte. Ebenso gilt foo =7 <= =700 ', also tut

Bimropl_ (123450678 (123450678
7% Tl2 7583416 37482156
/1 2345678
“\5 186 7 23 4

das Verlangte.

Um o als Produkt von (sogar disjunkten) Zyklen zu schreiben, fithrt man das folgende Selbst-
gespréch:
Beginnen wir mit der 1. Es ist o(1) = 6; die 6 geht weiter auf die 8, diese auf die
4, dann weiter auf die 3, und die 3 geht zuriick auf die 1. Also notiere ich schon
einmal den Zyklus (1 6 8 4 3).
Die erste noch nicht bearbeitete Zahl ist die 2; sie geht auf 0(2) = 5, die 5 weiter
auf die 7, und die zuriick auf die 2. Also notiere ich den Zyklus (2 5 7). Jetzt habe
ich alle Zahlen bearbeitet und bin fertig; die Lisung bekomme ich durch Komposition
der erhaltenen Zyklen in beliebiger Reihenfolge:

c=(168430(257)=(25T70o(l6843).

Um o sogar als Produkt von Transpositionen zu schreiben, wendet man auf die schon gewon-
nene Darstellung als Produkt von Zyklen eine der Formeln aus der Vorlesung an, die Zyklen
in Transpositionen zerlegen: Es ist

und durch Verwendung einer #hnlichen Zerlegung fiir (2 5 7) ergibt sich schliefllich

og=(16)o(6 8)o(8 4)0(4 3)o(2 5)o(5b 7)

=(1 6 8 4 3) =257

als eine von vielen verschiedenen moglichen Losungen.



Das gleiche Spiel liefert fiir die Permutation 7 zunéchst
7=(12T7)o(3 5)0(4 8 6)
und damit beispielsweise
T=(12)o(2 7)o(3 5)o(4 8o (8 6).

d) In c) haben wir gesehen, daf ¢ sich als Produkt von 6 Transpositionen schreiben l&8t, also
ist o eine gerade Permutation, d.h. sign(o) = 1.

Ebenso ist 7 als Produkt von 5 Transpositionen eine ungerade Permutation, d.h. sign(7) = —1.

a) Esist

5 6\ (123456
32/7\412365

5 6 . 123 45 6\ (1 234
3 2 2 56 1 4 3) \4 3 25
(Insbesondere sieht man, dal o o 7 # 7 0 ¢ ist.) AuBlerdem ergibt sich

. (123456 . (12 34
9 T\416 5 23 VT T3 6 5 2

b) Wir erhalten

sowie

4
6

— Ut
B~ o
N————

L (123456

T=9=\2 5 6 1 4 3)°

) 123456\ (123456 (123456

7 79°7= 1925 61 4 3 256 143/ \543216)°
s_ 2. (12345 6\ (123456) (123456
979°9=15 4321 6 256 143/ \416052 3)
i_ s, (123 456) (123456 _(123456)\_.
7 79°7971416 5 2 3 256143 \1 234586 ¢

Damit ergibt sich weiter ¢® = 0% 00 = id o 0 = 0, entsprechend ¢® = o2 usw., und die

allgemeinen Formeln lautet: Fiir alle & € Ny ist

ot = (ohF = id" = id,

ot — ot 55 =idoo =0,
o2 = 6% 662 = id o 02 = 02,
JUUSE. ST S N DA S |

Fir die Potenzen von 7 erhalten wir

i___ (123456
TTT7 5 4 92/

1 6 3

> . (123456) (123456)_ (123456

TTTTT\s 416 3 2 5 41632 36521 4)
s_ o, (L2345 6) (1234506 (123456 _
TETCeT=\36 5 2 1 4 5 41632/ \123475%6)"



Fir alle k € Ny heifit das

3k = (73)F = id* = id,

R = 3k o r —idor =1,

3Rt — ko 12 —id o 7% = 72

Nun noch zur Ordnung: Diese ist fiir eine Permutation o € S, definiert als das kleinste k € N,
fiir welches o = id gilt.

Geméf unserer obigen Rechnungen ist die Ordnung von ¢ also 4, und die Ordnung von 7 ist
also 3.

Beides hiitte man auch (schneller) darurch gesehen, dafl man ¢ und 7 in paarweise disjunkte Zyklen
zerlegt hétte: Es ist ndmlich

c=(12540(36) und 7=(153)0(246).

Mit 6.16 gilt nun: Hat man eine Permutation in paarweise disjunkte Zyklen zerlegt, so ist die
Ordnung der Permutation das kleinste gemeinsame Vielfache der Zyklenléngen; also bei uns:

Die Ordnung von o ist kgV(4,2) =4, und
die Ordnung von 7 ist kgV(3,3)=3



